[Chapitre 1: fonction polyndéme du second degré sous toutes ses formes

Généralités et définition

Une fonction mondme est une fonction de la forme x — ax™ ou a est un réel et n un entier naturel. Cette fonction mondéme
est de degré n si a # 0 (sinon on obtiendrait la fonction nulle, qui est de degré indéfini car pour tout réel x et pour tout
entier naturel n, 0 X x" = 0).

Q@ Exemple : lafonction x = —5x* est une fonction monome de degré 4.

Une fonction qui peut s®crire comme une somme de plusieurs fonctions mondmes est une fonction polynéme. C’est une
fonction qui admet une écriture dite « polynomiale», de la forme a,x" + a,_1x" ! + ... + ;X + ay OU @, Qy_q, -
a;, ag représente une suite de réels, et n est un entier naturel. Cette fonction polynéme est de degré n si a,, # 0. Ainsi,
x  2x7 + 3% — 4x est une fonction polyndme de degré 7.

€2 Remarque : on parle aussi de fonction polynomiale.

Dans le cadre de cette lecon, on s’intéresse uniquement au fonctions polynomes de degré 2 (n = 2).

(¢ Définition 1

Toute fonction f pouvant sécrire sous la forme f(x) = ax? + bx + ¢ avec a,b,c € R et a # 0 est une fonction
polyndéme du second degré, ou plus simplement trin6me du second degré.

Les réels a, b et ¢ sont les coefficients du trindme ax? + bx + c. Ce trindme résultant de I'enchainement de deux additions,
les monomes ax?, bx et ¢ sont donc les termes d’une somme. Le réel a est le coefficient du terme de degré 2, b celui du
terme de degré 1 et ¢ celui du terme de degré 0.

Q Exemples : les fonctions suivantes sont toutes des trindmes du second degré :

o x —2x2+3x—1 (a=-2,b=3,c=-1)
o x> 3x2 (a=3,b=0,c=0)

a x  (x —1)(x +2) car pour tout réel x, (x —1)(x+2) = x>+ x—2 (a=1,b=1,c=-2)

. X s AN . . .
Par contre la fonction x — ~3 n’est pas un trindme du second degré car le coefficient du terme de degré 2 est nul.

-9 _ (x+3)(x-3) _

—_ = =1 = —
x+3 x+3 3 (a=0,b € 3)

En effet pour tout réel x,

A Attention : le coefficient a N'EST PAS un coefficient directeur! Nous ne sommes pas en présence de fonctions affines!

2 Exercice 1

Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions polynémes de degré 2. Si oui, indiquer les valeurs de leurs coefficients.

4 3 2 2
-5 6 2 1 2 2
(l)xH% (Z)xH% (3)x|—>(x+ 1+x2) +(x—\/1+x2)

Ainsi, des expressions aux formes tres diverses peuvent s’avérer étre des trindmes du second degré. Nous allons nous inté-
resser plus particulierement a deux formes : la forme canonique et la forme factorisée.



2 Forme canonique d’un trindme de degré 2

BE Forme canonique d’un trindme de degré 2

& Activité 2
Soient les fonctions f et g définies sur R respectivement par f(x) = 2(x —3)> — 7 et g(x) = 2x*> — 12x + 11.
Résoudre l'équation f(x) = 0. Que recherche-t-on avec cette résolution d’équation ?

Montrer que f(x) = g(x). Que peut-on alors dire de la «nature» de f?

Résoudre l'équation g(x) = 0.

A Lo bh o=

Tracer successivement a l'aide de la calculatrice les représentations graphiques des fonctions définies sur R par
x> x2, x (x—3)2, x 2(x—3)?, x = 2(x — 3)?> — 7. Commentez.

5. En quoila forme 2(x — 3)*> — 7 est-elle intéressante ? Une généralisation aux fonctions polynéme de degré 2 vous
semble-t-elle possible ?

Cette forme particuliere que peut prendre une fonction polynéme de degré 2 et qui vient d’étre présentée dans cette activité
s’appelle une forme canonique. Elle est intéressante car elle nous raméne & une forme d’équation connue X2 = k.

Pour la présenter, il est d’'usage de I’écrire sous la forme a(x —«a )2 + 8 =0 oua (alpha)et B (béta) sont des réels. En
effet, puisque a est un réel non nul, a(x — « Y+ B =0 donne (x—« Y =" Bla qui est bien de la forme X? = k. On
verra également que cette forme présente un intérét au niveau des représentations graphiques.

Voyons comment la déterminer en toute généralité a partir de la forme développée d’'un trindme du second degré.

Soient x,a,b,c € R avec a#0.0na:

ax>+bx+c e on factorise les termes variables par a
2, b s . - ,
= al|x*+ ax +c ° on utilise la méthode de complétion du carreé.
Vx,peR:

X2 4+2px+p? =(x+p)P? <= x*>+2px=(x+p)>-p?

ici 2p= b = _ 0
P=3 P=2a
b\* (b
= a (x + —| = (— 4+ c e ondistribuea
2a 2a
b \2 2
= a|\x+ — —a|— +c
( 2a) (2 ) !
b\ b® dac o i o
= al|lx+—) ——+— e on réduit le terme constant sous le méme dénominateur
2a 4a 4a
b\* b%-—4dac i . 5
=lalx+=—) — m on reconnait une forme canonique a(x — a)* + f3
2a 4a
al [ x+ b\*_ b?—dac tte écrit t i une fi ]
= — ] - cette écriture est aussi une forme canonique
2a 42 ' a

Ainsi, par exemple, dans le cadre de la résolution de 'équation ax?+bx+c=0 ona:

ax?+bx+c=0 < a

(x+£)2——b2_4ac =0 = (x+£>2__b2—4ac_0 = <x+£)2__b2—4ac
2a 4q2 B 2a 4a2 2a)  4a?

de la forme X2—k=0 de la forme X2=k

On voit qu’on est capable de se ramener a une forme du type X2 —k =0 < X? =k que l'on sait résoudre.
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3 Forme factorisée d’un trindme du second degré

(¢ Définition 2 : forme canonique

( N

Soient a,b,c € R avec a # 0. Toute fonction polynéme f de degré 2 et de forme développée ax?+ bx +c peut s’écrire :
— 2 _
a souslaforme f(x)=a(x—a)*+B ou oc=—b et ,8=f(oc)=—w
2a 4a
—-b —B  b?—4ac
— — 2 _ ) e p— = =
a sous la forme f(x)=a [ (x—a)y -2 ] on o= et A 2 Py

€ Remarque : il existe deux définitions de la forme canonique d’une fonction trindme de degré 2 (on trouve les deux
dans la littérature). En fait, elles ne sont pas différentes dans la mesure ou § = —aA. Par contre, il est nécessaire de

A -b 5 . .
connaitre a = P alors qu’il est suffisant de juste savoir que 8 = f(«).
a

Ces deux formes ont chacune un intérét, c’est pourquoi elles sont toutes les deux proposées dans ce cours :

a laforme a (x — a)? + B trouve son intérét dans le cadre d’une étude graphique,

o la forme a [ (x—aP-21 ] est intéressante dans le cadre de la résolution de 'équation f(x) = 0, car le facteur a
se supprime. Attention toutefois, dans le cas des inéquations, le signe de a a son importance.

Nous étudierons les variations d’un trindme du second degré f et les solutions de ’équation f(x) = 0 dans un autre
chapitre. Nous allons pour le moment nous intéresser a une autre forme que peut éventuellement admettre une fonction
polyndme de degré 2 : 1a forme factorisée.

Forme factorisée d’'un trindme du second degré

Racine d’un trindme du second degré

Soit par exemple la fonction f définie sur R par f(x) = (x — 1)(x + 2). On se rend facilement compte que 1 et —2 sont
solutions de I'’équation f(x) = 0, et que par ailleurs, f est un trindme du second degré puisqu’en développant l'expression on
obtient f(x) = x? + x — 2. On voit bien ici le net avantage d’une forme factorisée sur la forme développée pour rechercher
les éventuels antécédents de 0 par f, qui correspondent aux éventuelles solutions de ’équation f(x) = 0. Ces solutions,
lorsqu’elles existent, sont appelées racines de f.

(¢ Définition 3 : racine d’'un trinéme de degré2 % ® @

Soit f un trinéme de degré 2. Tout nombre réel r tel que f(r) = 0 est appelé racine de f. Une racine de f est donc une
solution de I’équation f(x) = 0, ou autrement dit, un antécédent de 0 par f.

€2 Remarque : Cette définition se généralise a toute fonction polynoéme.

Q Exemple : la fonction f définie sur R par f(x) = 2x% + 4x — 6 est telle que f(1) = f(=3) = 0. Le trinome f admet
donc 1 et —3 pour racines.

& Activité 3

Un éléve prétend qu’un trindme du second degré admet toujours une racine. Qu'en pensez-vous ?

Factorisation d'un trinome du second degré

Soit f un trindme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ avec a,b,c € R et a # 0. Si un réel r; est une racine
de f, alors f(r;) = 0. Calculons f(x) — f(r):
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3 Forme factorisée d’un trindme du second degré

f(xX) = f(r) = ax? + bx +c— (ar? + bry, +¢) il n'est pas pertinent d’écrire f(r;) =0

a(x* —r2) + b(x — 1) e on reconnait l'identité remarquable x> — 12 = (x — R)(x + 1)

alx—n)x+n)+blx—n) on factorise par (x —n,)

on reconnait Uidentité remarquable x*> — 2 = (x —R)(x + 1)

(x— rl)[ alx+n)+ b]
= (x—n)ax +an + b) e onpose an +b =d (mais ce n'est pas a retenir)

= (x—-n)ax+d) e a présent il est pertinent de se souvenir que f(r,) =0

f(x)=(x—n)ax+d) avecd €R | = ax+destlexpression d’une fonction affine puisque a # 0.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

(¢ Proposition 4

Si un trinéme du second degré f admet le nombre réel , comme racine, alors f est factorisable par (x —r,). Par ailleurs,
le second facteur est nécessairement un polynéme du 1¢" degré, et donc le trindme admet une seconde racine notée r, qui
peut étre distincte de la premiére.

% Exercice 4

1. Pourquoi a-t-on dit « qui peut étre» dans cette proposition ?

2. A quelle condition a-t-on 1, = r,?

Pour des raisons qui paraitront évidentes par la suite, on préfere une forme encore plus aboutie que f(x) = (x—n)(ax+d),

et qui met en évidence cette seconde racine.

f(x)=(x—n)ax+d) e onfactorisepara: ax+d =a (x + g) ce qui est valide puisque par hypothése a # 0

d
=(x—n)Xa <x+a) e onpose g:—r2 avec d =an +b

an+b

b . , . )
—1, — — (mais ce n'est pas a retenir)
a a

@) =ax-n)x-n)| = n=

Cette forme factorisée met en évidence les deux racines 1 et r, : on voit bien que f(r) = f(r,) = 0.

%% Exercice 5 : pour s’entrainer au calcul

. b
On pose f(x) = ax?+bx+c avec a,b,c € R et a # 0. On suppose que 1, est une racine de f et on pose r, = —1, — 7

Montrer que f(r,) =0.

Bilan: trois cas de figure peuvent se présenter avec un trindme du second degré :

o il peut ne pas admettre de racine réelle (activité 3.1 page 3),
o il peut admettre une et une seule racine réelle (exercice 3.2 page 4),

o il peut admettre deux racines réelles,
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3 Forme factorisée d’un trindme du second degré

(& Proposition5 VW

e o

Soit f un trinome du second degré définie sur R par f(x) = ax® + bx + ¢ avec a,b,c €R et a # 0.

f admet au plus deux racines (c’est a dire 0, 1, ou au plus 2 racines) :

1. Si f n'admet pas de racine réelle, alors f n'admet pas de forme factorisée.

2. Si f n'admet qu’une racine réelle noté 1y, alors f admet une forme factorisée [ f(x) = a(x — ry)? ]

Cette racine est appelée «racine double ».

3. Si f admet deux racines réelles notées r; et r,, alors f admet une forme factorisée [ fx)=alx—n)(x—nr) ]

Ces racines sont appelées «racines simples ».

2 Remarques : o ce n'est pas parce qu'un trindme n’admet pas de forme factorisée, qu’il n’admettrait pas de forme ca-
nonique. Il ne faut pas confondre ces deux formes : un trinéme du second degré admet toujours une
forme canonique.

o 1, est appelée racine double car tout se passe comme si on avait alors deux fois la méme racine :

() = alx —1)* = alx — 1) (x — 1p)
Somme et produit des racines d’'un trindme du second degré

o2 Activité 6

Soit f un trindme du second degré définie sur R par f(x) = ax?® + bx + ¢ avec a,b,c € R et a # 0. On suppose que
f admet deux racines , et r,.

Développer et réduire la forme factorisée de f, puis comparer les termes avec la forme développée ax* + bx + ¢ pour

déterminer les expressions de 1, + 1, et Kp,.

(¢ Proposition 6

-

Soit f un trindéme du second degré définie sur R par f(x) = ax? 4+ bx +c avec a,b,c €R et a # 0.

. , . -b c
Si f admet les réels 1y et v, pour racines, alors : n+n= o et nn= |

Ainsi, la connaissance d’une racine permet de déterminer I’autre par l'utilisation de 'une de ces deux relations. Dans la
pratique, il y a plus facile a utiliser, en se souvenant de la relation f(x) = (x — r;)(ax + d) établie page 4. Si on développe
cette expression, cela donne :

\

d'e"ret—muye,r__le,C'c:)efﬁcient a dans le second facteur, car c’est le seul moyen
de retrouver le terme ax? aprés développement. Ensuite, pour trouver d, il suffit de s’appuyer sur le produit —rd qui est
nécessairement égal au coefficient c.

Q Exemple: soit le trindme f définie sur R par f(x) = 2x? — 5x + 3.

On remarque assez facilement que 1 est une racine évidente de f. Eneffet: f(1) = 2x 12 —5x 1+ 3 = 0. On sait donc
que f prend la forme f(x) = (x — 1)(2x + d) avec d qui est un réel & déterminer.

A — — 2 _ 2
Un développement donne  f(x) = (x — 1)(2x +d) = 2x* + ........... —d=2x*-5x+3
aucun
intérét a
calculer
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3 Forme factorisée d’un trindme du second degré

On a nécessairement —d = 3 <= d = —3 et 'expression factorisée de f est donc f(x) = (x — 1)(2x — 3) etla

. 3
seconde racine est , = >

Q@ Exemple soit le trindme f définie sur R par f(x) = —2x2 + 5x — 2.

Le nombre 2 est une racine évidente de f. On sait donc que f prend la forme f(x) = (x — 2)(—2x + d) avec d qui est
un réel & déterminer.

fX)=(x=2)(—2x+d)=2x> + ........... —2d = —2x% + 5x — 2
aucun
intérét a
calculer
On a nécessairement —2d = —2 <= d = 1 et l'expression factorisée de f est donc f(x) = (x —2)(1 —2x) etla

seconde racine est , = 5
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