Chapitre 7 : Les suites numériques

Notion de suite numérique

Une suite numérique correspond a une liste ordonnée de nombres. Prenons comme exemple une liste de courses (pour la rentrée
scolaire, acheter un stylo 4 couleurs, un ruban correcteur, des feuilles simples et un classeur) : cette liste ne constitue pas une
suite numérique car il n’y a pas de nombres. Pour ce faire, on peut associer a chaque élément de la liste son prix : 1,25 € pour le
stylo, 3,39 € pour le ruban, 2,49 € pour les feuilles et 2,86 € pour le classeur. On met tout dans le caddy, mais pour autant, nous
n’avons toujours pas de suite car cela n’est pas ordonné. Enfin, on passe & la caisse et on finit par nous tendre un ticket de caisse sur
lequel on trouve une liste ordonnée de nombre (cet ordre correspond & 1’ordre de passage), et on obtient alors une suite numérique,
comme par exemple ( 2,49 ; 3,39; 2,86; 1,25 ).

On va donner bien siir un cadre plus théorique des suites numérique, en indexant chaque élément par un entier naturel.

Q Exemple : o I’ensemble des nombres pairs par ordre croissant écrits en extensionest: {0;2;4;6; 8...}
o la liste indexée correspondante est :  {uq ; uy ; Us 5 Uz ; Uy ...}

Cela donne donc la suite de termes : g = 0, uy = 2, up, =4, u3 = 6, etc. Avec la liste de course on aurait alors eu
uy =249, uy =3,39, up, =2,86, uz = 1,25 (cette suite est finie).

Ce procédé d’indexage permet d’étudier les listes ordonnées en toute généralité, ce qui permet de modéliser certains phénomenes
(une évolution de population, calculer les intéréts d’un placement, etc).

(& Définition 1 : suite numérique

( N\

Une suite numérique est une fonction de N dans R :

u: | N — R ol u, estle terme général de rang n de la suite.
n — u =u,

Pour désigner cette suite u, on utilise généralement la notation (u,,),,. > OU (%), 5, OU plus simplement (u,,).

& J

2 Remarques : o u,_; etu,,; sont respectivement le prédécesseur et le successeur de u,,,
o le terme ug s’appelle le terme initial, ou premier terme,
o u, correspond au (n + 1)® terme, si la liste commence avec n = 0,

o ne pas confondre u,, et (u,) : u, estle terme général de rang n de la suite (u,,).

Dans la suite, on va s’intéresser plus particulierement aux suites numériques définies par des «regles de calculs».

Définir une suite numérique

Il existe deux fagons de générer une suite numérique (hormis une génération aléatoire) : par une formule explicite, qui s’appuie
sur I’indice n, ou par une formule de récurrence, qui s’appuie sur les termes précédents.

Les suites numériques définies de facon explicite

(& Définition 2

Dire qu’une suite (u,) est définie de facon explicite, signifie que les termes u,, de cette suite se calculent directement
en fonction de I’indice n. Autrement dit, il existe une fonction f définie sur [ 0 ; +oco [ telle que pour tout entier n on a

u, =f(n).

Dans le cas d’une suite (u,,) définie de fagon explicite, puisqu’il existe une fonction ftelle que u,, = f(n), le terme u,, est de fait
I’image de n par cette fonction f. Or la courbe représentative d’une fonction f correspond a I’ensemble des points de coordonnées
(x, f(x)), ol xestun réel appartenant au domaine de définition de f. La suite se représentera de la méme fagon, avec un ensemble
de points de coordonnées (7, f(n) ) oin € N.

Q Exemple (en cours) : soit la suite numérique (u,) définie sur N par u, = n” + 3.



3 Sens de variation d’une suite

Les suites numériques définies par récurrence

(&' Définition 3

Dire qu’une suite (u,,) est définie par récurrence, signifie qu’un terme u,, de cette suite se calcule a partir d’un terme qui le
n n
précede. Pour connaitre 1I’ensemble des termes de la suite, il est alors nécessaire d’initialiser la suite par un premier terme.

Autrement dit, dire qu'une suite (u,,) est définie par récurrence a partir du rang ny € N signifie qu’il existe une fonction
réelle ftelle que Vn = ng , u,,; = f(u,), et que le premier terme u,, est connu.

€2  Remarque : avec I’expression u,,, = f(u,) larécurrence débute avec n = 0 si le terme u est donné. Par contre, on peut
aussi écrire que u,, = f(u,_; ), mais alors la récurrence doit débuter avec n = 1 si le terme u est donné. C’est une subtilité
a laquelle il sera parfois nécessaire de préter attention.

Les suites définies par récurrence n’étant pas exprimées explicitement en fonction de n, il n’est plus aussi naturel de vouloir les
représenter dans le plan. On pourra par contre les représenter sur un axe.

=1
Q@ Exemple : soit la suite (u,), <y définie par {ZO o,
nel = Uy + 1

n Up An(un)

0 o = 1 Ao(1)

N 5 B 1 uy =uj+1=2 A(2)

WO W W W ; 2 M2=I/t%+1=5 A2(5)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 3 M3ZM%+1226 A3(26)
4

ug =ul+1=677 A4(677)

Sens de variation d’une suite

Définition

(& Définition 4

e N\

Soient une suite (u,,) , définie a partir du rang n, et p € N tel que p > ny,.

nzn
o La suite (u,,) est croissante a partir du rang p si et seulement si ¥Yn = p, u,,1 = u,.

o La suite (u,,) est décroissante a partir du rang p si et seulementsi Vn >p, u,,; < u,.
o Une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

o La suite (u,,) est constante ou stationnaire a partir du rang p si et seulementsi Vn >p, u,, = u,.

) Remarques :

o la définition d’une suite strictement monotone se déduit de la précédente en remplacant toutes les inégalités au sens
large par des inégalités au sens strict.

o on peut trouver une autre formulation de ces définitions, un peu plus «technique », mais qui n’est pas s’en rappeler la
définition de la monotonie d’une fonction vue en classe de seconde :

La suite (u,,) est croissante a partir durang p  si et seulementsi Yne N, n>2p = u,, | >u,

La fonction fest croissante sur un intervalle I  sietseulementsi VYa,bel,b>a = f(b) =f(a)

Il existe plusieurs stratégies pour étudier les variations d’une suite. A notre niveau, nous n’en retiendrons que deux pour ce cours.
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4 Les suites arithmétiques

1¢ stratégie : étude du signe de la différence u,,, — u,

Cela repose sur le fait que : Up1— U, 20 = u,12u, < (u,) croissante
< < décroissante
2}’[
9 Exemple (en cours) : étude de la suite (u,,), o définie par u, = T
2°¢ stratégie : étude du quotient Z” sous certaines conditions
n
Si u,, > 0 pour tout n € N, cela repose sur le fait que : ol > ] o Uyl 2 U, S (u,,) croissante
n
< < décroissante

A Attention! il faut s’assurer que u,, ne s’annule pas et qu’il soit de signe constant  partir d’un certain rang.

2n

9 Exemple (en cours) : étude de la méme suite (u,,), _n définie par u, = PYRE

n Les suites arithmétiques

Forme récurrente

Considérons une suite ot chacun de ses termes s’obtient en ajoutant un réel r & son prédécesseur. Cette suite étant définie par

récurrence, il est donc nécessaire de I’initier en posant son premier terme. Une telle suite s’ appelle une suite arithmétique.

+r +r +r +r +r

N
' N N

N Y N e A

(& Définition 5

Soit r un nombre réel.

On appelle suite arithmétique de raison r, 1a suite (u,,),cn définie par son premier terme u, et par la relation de récurrence
Uyl = Uy +r.

(&' Proposition 6

Soit (,,) ,en une suite numérique.

Si pour tout entier n la différence u,,; — u,, est constante, alors cette suite est arithmétique, de raison la valeur de cette
différence.

Q Exemple (en cours) montrons que la suite définie par u,, = 3n + 2 est une suite arithmétique.

Forme explicite

Une suite arithmétique se définie par récurrence, mais on peut également la définir de fagon explicite. En effet :

U, + Uy 1 +...tUy+Up +Uy= U, |+ T+ U, > +T+...+U +TF+Uy+T + U

U, + Uy 1 + ... Uy +uy =nr+ u, | +u Uy +uy t+uy

et ainsi il reste  u,, = ug + nr

La figure suivante résume cette situation :
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5 Les suites géométriques

+r +r +r +r
I Y N NP\ R

+2r

+nr

(& Proposition 7

Si une suite (u,,),en est arithmétique de premier terme u et de raison r, alors :

a Vn,pe N, [ u, =u, + (n—p)r ] qu’on peut aussi retenir avec Vn,p € N, [ U, —u, = (n—p)r ]

-

La seconde propriété se calcule simplement par la différence u, —u, = ug + nr —ug — pr = (n—p)r.

Sens de variation d’une suite arithmétique

(& Proposition 8

.

Soit (u, )5 une suite arithmétique de raison r et de premier terme .

o si r > 0 alors la suite est strictement croissante.
2 sir < 0 alors la suite est strictement décroissante.

a si r = 0 alors la suite est constante.

Cela se justifie tout simplement a partir de la définition d’une suite arithmétique : u,,,| = u, +r < u,, | —u, =r.

m Somme des n premiers entiers

(&' Proposition 9

Vn e N* | 1+2+3+...+n:n(n—+1) ’

2

) Remarque :

o lasomme 1+2+...+n correspond a la somme des termes de la suite arithmétique de raison 1 et de 1°* terme u = 1.

1 1
a P’expression n(n; ) _ n ( ; n) correspond au produit du nombre de termes, par la moyenne du premier et du

dernier terme.

n
Notation: [ asomme 1+ 2+ 3+ ... +n senote Z k. C’est une notation qui deviendra incontournable.
k=1

Les suites géométriques

Forme récurrente

onsidérons une suite ot chacun de ses termes s’obtient en multipliant son prédécesseur par un réel g. Cette suite étant définie
C d t h d t ’obtient Iltipliant d 1 g. Cett te étant défi
par récurrence, il est nécessaire de I’initier en posant son premier terme. Une telle suite s’appelle une suite géométrique.
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5 Les suites géométriques

xq xq xq xq xq

S S N NI

0 @m@

(& Définition 10

Soit g un nombre réel.

On appelle suite géométrique de raison g, la suite (u,,),,c définie par son premier terme u et par la relation de récurrence

Upi1 =g X Uy.

(&' Proposition 11

Soit (u,,) ,en une suite numérique telle qu’aucun de ses termes ne soit nul.

Si pour tout entier n le quotient Z—“ est constant, alors cette suite est géométrique de raison la valeur de ce quotient.
n

Q Exemple (en cours) : montrons que la suite définie par u,, = 2" est une suite géométrique.

Forme explicite

Une suite géométrique se définie par récurrence, mais on peut également la définir de facon explicite. En effet :

Up Up—1 - Up U Uy = qUy_| Uy .- qU Uy Up
Uy, Up_1 . Ty =q" u,_ u —T Uy U

et ainsi il reste  u,, = ¢" u

xq xq xq xq xq

e N N

m@ (= (=) .............@/N@

(&' Proposition 12

Si une suite (u,,),en est géométrique de premier terme i, et de raison g, alors :

o Vn,pe N, qu’on peut aussi retenir avec Vn,p € N |

u "u n
La seconde propriété se calcule simplement par le quotient —2 = Th _49 _ q"r.
u, quy ¢°
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5 Les suites géométriques

Sens de variation d’une suite géométrique

(& Proposition 13

(&' Proposition 14

r

Soit la suite définie sur N par u,, = g avec g > 0.

o si g > 1 alors la suite ( g" ) est strictement croissante.
o si 0 < g <1 alors lasuite (g” ) est strictement décroissante.

o si g =1 alors la suite ( ¢g" ) est constante.

-

Soit ( u, ), une suite géométrique de raison ¢ et de premier
terme uy : Yn € N, u, = uyq".

o si uy > 0 alors la suite (u,, ) et la suite ( ¢ ) ont le méme
sens de variation.

o si uy < 0 alors la suite (u,, ) et la suite ( ¢” ) ont des sens
de variation contraire.

L. . N . PP s . . Cos u
Cela se justifie tout simplement a partir de la définition d’une suite arithmétique : u,,,; = qu,, <= —— =gq.

Somme des » premieres puissances entieres de g

(& Proposition 15

Yne N, Yg e R\{1},

l+g+q@?+...+q"=q°+q' + > + ... + ¢"

1- qn+1 11— raisonnb de termes
S soit

1-g¢g 1 — raison

n
(¢ Notation : lasomme 1+ ¢+ g% +...+¢q" senote Z g~ . Attention, Vg e R, ¢° = 1.

k=0

_all 1 _
Q Exemple : 1+3+32+...+310=11_33 =3 3 I
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=88573.
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