Chapitre 1 : Modeles d'évolutions discrets

Généralités sur les suites numériques

2 Une suite numérique correspond a une J.i%»‘t, ordonnee & now bres 3
> &

a Pour ordonner ces nombres on procede par wlexsdon— par exemple, on note ¢, €, et €5 les

trois longueurs d’un triangle.

2 Pour produire cette ‘W éeyd‘lfw\———, on utilise une fonction de N dans R. Si on note cette fonction

u cela donne :
u: N — R
n — un)

L'ensemble source . N permet d ordonne( 1a liste tandis que I'ensemble d\o&_, R

contient _/Q%- nomWnes  da /Q-\ -«Q%L .

o]

o]

L'image de n par la fonction u se note J\An , autrement dit u(n) = "UL\(L .

o

La suite se note (,un ) ,ouencore (u,)  ou plussimplement ) .

nen

° u, estce quon appelle le )refmc de ’“"“‘E,"‘- de _/Qn_ s Ve (-“n ).

2 Les termes u,_; et u,,; sont respectivement le Prt'cle'ccxswf‘ et le succesSen( du terme u,,.

Q@ Exemple: { —1:2;m;e; \/5} est une suite numérique.

Ona: u,=-4 , uy= 2 , U= JC ,etc.
Il peut dans certains cas exister des relations qui permettent de calculer les termes d’une suite.
Q@ Exemple: la suite{ 0:2:4;6;... }est la liste qui rassemble 'ensemble des nombres _4-&)!'&— .

On peut l'obtenir en écrivant :

uo = 0 -
a qui est une relation dite « de nfenrmence »,
VvheN, u,,, = M, + L

avVneN, u, = In qui est une relation dite « ©<fD\“CA-.\VQ_, ».



2 Modeles discrets

(& Définir une suite numérique

e ~

Iy a deux facgons de le faire :
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% Exercicel:

1. Calculer le terme de rang 5 de la suite (u,,) définie sur N par u, = 2n* + 1.

U0=5

2. Calculer le 4° terme de la suite (v,),en définie par
Upy1 =20, +1

3. Combien y-a-t-il de termes entre vy et Uygs3.

¢ Remarque: parfois, une suite peut étre définie par une relation de récurrence et par une relation explicite.

Modzéles discrets

Les phénomeénes physiques, biologiques, naturels, sociologiques (cette liste n'est pas exhaustive) qui subissent une évolu-
tion, peuvent parfois étre modélisés mathématiquement par des suites numériques. On parle alors de modéles «discrets».
On s’intéresse alors par exemple a I’évolution des phénoménes étudiés dans la durée, jusqu’a ce qu’un seuil soit atteint (et
au-dela duquel il n’y a plus d’évolution significative). De méme, on peut également suivre I’évolution en fonction d’'une
quantité, d'une concentration, etc.

8 Activité 2 : étude théorique dans le domaine de la dynamique des populations.

Notons p, Ueffectif d’une population a un instant n, et considérons que la variation (absolue) entre deux effectifs consé-
cutifs est fonction de leffectif en cours (donc p,,). On ne connait pas cette fonction, notons la f pour le moment. Comment
pourrions-nous traduire cela mathématiquement? A quel type de type de relation cela conduit-il? Que représente cette
fonction f?

@ Solution : notons Ap,, la variation entre les effectifs p,,,, et p,,, alors pour tout entier naturel n: Ap,, = pp41 — DPn-

D’aprés ce qui est indiqué, on a donc Ap,, = f(p,) soit p,,1 — bn = f(p,).- On peut réécrire cette équation sous la
forme p,,, = pn, + f(p,) eton constate que le terme p,,,; est finalement une fonction du terme p,, (il ne dépend que
de p,,). En d’autres termes, il existe une fonction g telle que p,,; = g(p,). On reconnait une relation de récurrence.

La fonction f (ou par extension la fonction g) est en fait le modéle & trouver, et dans certains cas on peut exprimer le
terme de rang n avec une forme explicite.

Admettons que l'on ait trouvé une forme explicite pour le terme de rang n (c’est & dire que 'on peut exprimer p,, en fonction
de n), intéressons nous a trois cas de figure lorsque n devient « trés grand ». Mais que veut dire «trés grand » ?

En physique, c’est assez subjectif, alors qu'en mathématiques ... c’est I'infini : I'infiniment grand correspond a un objet
(mathématique) qui peut étre aussi grand que l'on veut, et 'infiniment petit 4 un objet qui peut étre aussi petit que I'on veut,
ce qui n’est pas envisageable en physique. Pour autant, on va utiliser cette notion d’infini pour étudier trois comportements
du terme p,, quand on fait tendre n vers l'infini (cela se note n — +o0).
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¥ Activité 2 : étude théorique dans le domaine de la dynamique des populations.

Notons p,, Ueffectif d’une population a un instant n, et considérons que la variation (absolue) entre deux effectifs consé-
cutifs est fonction de Ueffectif en cours (donc p,). On ne connait pas cette fonction, notons la f pour le moment. Comment
pourrions-nous traduire cela mathématiquement ? A quel type de type de relation cela conduit-il ? Que représente cette

fonction f?
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& Activité 3 : le modéle de Thomas - Maltus (1766 - 1834 , économiste britannique).

On reprend lactivité précédente en considérant un modéle dans lequel le réel f(p,,) de lactivité précédente est propor-
tionnel a p,, ou n représente une année (Ueffectif de la population augmente donc d’'une fraction de Ueffectif en cours).

1. Traduire mathématiquement cette proposition, puis indiquer ce que cela vous évoque.

2. Dans ce modéle, la population double tous les 25 ans, ce qui revient a une augmentation d’environ 2,81 % par an.
Expliquer ce pourcentage, puis trouver une relation de récurrence pour exprimer leffectif de la population.

3. En 1800, la population de l’Angleterre est estimée a 8 millions. Compléter la relation de récurrence puis déterminer
une relation explicite. A quelle type de suite a-t-on a faire?

4. Conjecturer l'évolution a trés long terme.
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(¢ Ce qu'il faut connaitre sur les suites numériques étudiées en 1™

Avec une relation de récurrence
Suite arithmétique

Suite géométrique

o Les termes successifs s obtiennent en ajoutant un méme o Les termes successifs sobtiennent en multipliant par un
nombre r (la raison) : méme nombre q (la raison) :

vneN, _MVM:-MV.“\‘(

a La dlﬁelel’lce entre deux termes Consecutlf‘s est

o Le quotient entre deux termes consécutifs est constant,
constante, et égale a r (cest la caractérisation d’'une et égal a q (cest la caractérisation d’'une suite géome-
suite arithmétique) : trique) :

M- = v o
vheN, M n = neN, .__—.—:e\
n
Avec une relation explicite
n M n
= S = aVneN,R = 4 x = oo
AVREN, U, =My +F e = M, =T n= Yo*q & "1
Uy, "
DVn,peN,un—upz F(n-r) . DVl’l,pEN,u—:_%_
* 9
Somme
n (VlH ) n+
vheN,1+2+4..+n= —~"""7 4-
S VneN,1+q+q2+...+q"=_1
A4-
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et mut fp SRR GRS n + 1 correspond au nombre de termes dans la somme.
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& Activité 4 : loi de refroidissement de Newton (modéle discret)

Cette loi stipule que la variation en température d’'un corps a chaque instant est proportionnelle a la différence entre la

température du corps (noté T, ou n est le nombre de minutes écoulé) et la température du milieu ambiant (noté T,). On
notera k le coefficient de proportionnalité.

1. Proposer un modéle discret pour décrire ce phénomeéne.
2. Onprend k = —04 et T, = 25 °C. Montrer que pour tout entier naturel n, T, ., = 0,6 T,, + 10.
3. On donne comme température initiale T, = +5°C. Cette suite est-elle arithmétique ? Géométrique ?

4. Alaide dela calculatrice, calculer Ty, Tyq et Ty,. Interpréter.

5. Conjecturer la limite de la suite a l'aide d’'un graphique.
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