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Loi uniforme sur [ 1, n |

@
e

Notation

Soit n un entier naturel non nul (n € N*).
Onnote [1,n] = { 1,2, ..., n } :il s’agit de Uintervalle qui regroupe l'ensemble des entiers compris entre 1 et n.

Il ne faut pas le confondre avec [ 1, n | qui est l'intervalle qui regroupe l'ensemble des réels compris entre 1 et n.

Q Exemple:
al1,6]={1,2,3,4,5,6}
2 [3,10]={3,4,5,6,7,8,9,10}
&% Exercicel
On jette un dé équilibré, et on considére la variable aléatoire X qui rapporte autant que le numéro qui apparait.
1. Décrire l'univers Q de l'expérience aléatoire, puis l'univers X(Q) de la variable aléatoire.
2. Onnote Ay, = { on obtient le numéro k a I'issue du lancer } Déterminer P( Ay )pourk € [1, 6].
3. Décrire I'événement [ X = xy, |. En déduire P[ X = xi | pourk € [1, 6].
(¢ Définition 1
Soit n € N*. Dire que la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [1, n] signifie que:
o [1, n] constitue l'ensemble des valeurs prises par X, cest a dire que X(Q)=1[1, n],
1
a pourtout k € [1,n] ona | P[X=x|= -
Dans ce cas, on note X ~ U( [1,n]).
. J
% Exercice 2

On lance un dé équilibré et on désigne par X la variable aléatoire égale a 1 si le numéro obtenu est impair, et 2 sinon.
Montrer que X suit une loi uniforme.

L'univers de 'expérience aléatoireest Q = {(J, (3, (J, 3, &, @}, et 'univers de la variable aléatoire X est X(Q) = {1, 2 }.

L’intervalle d’entiers [[1, 2] constitue donc I'ensemble des valeurs prises par X, et donc, X suivra une loi uniforme sur [1, 2]

sietseulementsiP[ X =1]=P[X =2]

On en déduit donc que X suit une loi uniforme sur [ 1, 2].
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&% Exercice 3

Soit X~ U([1;10]).

CalculerP[ X =4],P[X >3],P[2<X<5],P[X>n]|,P[X <n]| avec neN*

1. Puisque X~ U([1;10]) ona P[X=4]=%.

2.P[X>3]=P[X=3]+P[X=4]|+..4+P[X=10] et pourtoutentierk €[1;10] ona [P’[X:k]:l—lo.
On en déduit que [P’[X>3]=8><i=i
- 10 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Attention, entre 3 et 10 il y a 8 valeurs : L/ ) / )
Pour faire ce calcul de probabilité, on peut aussi passer par I'événement contraire :
[P>[X>3]=1—[|3>[X<3]=1—[P>[X=1]—nﬂ>[x=2]=1—£=i
- 10 10
1 2
3.P[2<X<5]=P[X=2]+..+P[X=5]=4x =1
4. 1l faut faire une disjonction de cas :
1 n
o1%cas: 1<n<10. Alors IP[XSn]=P[X=1]+...+P[X=n]=nxﬁ=E.
a2°cas: n>10. Alors P[X<n|=P[X=1]+ .. + P[X=10] + ... + P[X:n]=10xi=1
: . < 0 .

=0 car impossible

aBilan: P[X<n]|=
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2 Espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme

5. Il faut faire une disjonction de cas :

21%cas: 1<n<10. Alors P[X>n]=P[X=n|+..+P[x=10]=2"n+1 _1—-n

10 10
1 n 10
‘% 1 ﬁ 1
n-n+1l=1 10—-n+1
o 2%cas: n>10. Alors [P’[X > n] =0 car I'’événement est impossible.
=" G 1<n<10
aBilan: P[X<n]|= 10
0 si n>10
|
Espérance d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme
(¢ Proposition 2
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [1, n].
s 3 . n+1
Lespérance mathématique de X est | E(X) = 2 .
2 Remarque : il sagit en fait de la moyenne des termes extrémes, c’est a dire de 1 et n.
2 Exercice 4
1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur{ 0,1, ..., n } ot n € N. On suppose que E(X) = 6.
Déterminer n.
2. Méme question si X ~» U ([0, n] ).
1 .
1. X~ U([1,n]) et E(X)=6 donc =6ssin=11.
2. On passe par une variable aléatoire intermédiaire pour se ramener a une loi uniforme qui «démarre» a 1.
OnposeY =X+1: X(Q)={0,1, ..., n} donc Y(Q)={1, 2, ..., n+1}.Cesdeux univers posséde le méme

nombre d’éléments, c’est & dire n + 1, et on peut intuitivement admettre sans difficulté que Y~ U([1,n+1]).

1+4(n+1) n+2

Ainsi E(Y) = 3 >

Par ailleurs E(X) = E(Y —1) eton sait que pour tout réelsaetbona E(aX + b) = aE(X) + b. On en déduit donc

que EX)=E(Y)—1="F2_1-"

2 2
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